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Identification of the dynamic system with
known noise model using Gaussian process
model

Dynamic system identification with Gaussian pro-
cess prior model is an emerging, probabilistic, non-
parametric modelling method for identification. An
advantage of this model is the possibility to include
various prior knowledge into the model. An example
of such prior knowledge is a known noise model of
the system’s output. In this paper the incorporation
of the prior knowledge about the moise model in the
form of ARMA model will be presented together with
an illustrative dynamic system identification exam-
ple.

1 Uvod

Za identifikacijo linearnih dinamiénih sistemov
[5] obstaja veliko metod, identifikacija nelinear-
nih dinamiénih sistemov pa je v splosnem komple-
ksnejsa. V prispevku bo predstavljena identifikacija
dinamiénih sistemov z modelom na osnovi Gausso-
vih procesov (GP modelom), ki spada med verjetno-
stne neparametriécne modele. Izhod iz GP modela
je normalna (Gaussova) porazdelitev, opisana s sre-
dnjo vrednostjo in varianco. Srednja vrednost pred-
stavlja najbolj verjetno vrednost izhoda, varianca pa
mero zaupanja v to napoved. Poleg variance napo-
vedanega izhoda je dobra lastnost GP modela tudi
moznost vkljuevanja razlicnih vrst predznanja kot
npr. vkljucevanje lokalnih modelov [1], stati¢ne ka-
rakteristike, histereze, predznanja o Sumu[2]. Prav
vklju¢evanje predznanja o motilnem Sumu bo tema
tega prispevka. Njegov doprinos je vkljucevanje pred-
znanja o modelu Suma za dinamicne sisteme. Do se-
daj je bilo vkljucevanje tovrstnega predznanja prika-
zano le za stati¢ne sisteme.

GP model je bil najprej uporabljen za resevanje
problemov regresije, popularnost v krogu ljudi, ki se
ukvarjajo s strojnim ucenjem, pa je pridobil pozneje
z deli Rasmussen-a [8] in Neal-a [7].

Evropski projekt MAC je spodbudil raziskovanje
uporabe GP modela za identifikacijo dinamicnih sis-
temov, kar je botrovalo k objavi prvih prispevkov s
tega podroGja, npr. [4]. Ker je identifikacija z GP
modelom sveze podrocje raziskovanja, je potrebno Se
precej dela, da se spozna in ovrednoti njegove predno-
sti, med katere spada tudi vklju¢evanje predznanja.

V prispevku bo predstavljena uporaba GP modela
za identifikacijo dinami¢nega sistema s znanim mo-
delom Sumnega procesa na izhodu. Delovanje GP
modela bo predstavljeno na preprostem primeru di-
namiénega sistema.

V nadaljevanju bo najprej predstavljen GP mo-
del, njegova uporaba za identifikacijo dinamicnih sis-
temov in nacin vklju¢evanja predznanja o Sumu v GP
model. Temu bo sledil primer identifikacije nelinear-
nega dinamic¢nega sistema z GP modelom z in brez
vkljucenega predznanja. V zakljucku bo na kratko
povzeto bistvo prispevka.

2 DModeliranje z modelom na osnovi
Gaussovih procesov

Identifikacija z metodo na osnovi Gaussovih pro-
cesov je statistiCna, neparametri¢na metoda identifi-
kacije. Bolj podrobno je predstavljena npr. v [9, 10].

Gaussov proces je normalno porazdeljen proces,
povsem doloc¢en z vektorjem srednjih vrednosti in
kovarianéno matriko. Nanj lahko gledamo kot na
mnozico naklju¢nih spremenljivk, porazdeljenih po
normalni porazdelitvi: f(x1),..., f(x,) ~ N(0,X).
Elementi ¥;; kovarian¢ne matrike ¥ so kovariance
med vrednostmi spremenljivk f(x;) in f(x;) ter so
funkcije argumentov x; in x;: X; = C(x;,%;).
Za racunanje kovariance med spremenljivkami lahko
uporabimo katerokoli kovarianéno funkcijo C'(x;,x;),
ki generira nenegativno kovarian¢no matriko ¥. Pri
predpostavki o stacionarnosti in gladkosti procesa na-
vadno izberemo Gaussovo kovarian¢no funkcijo [9]:
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kjer je D velikost vhodnega vektorja x in je © =
[wi,...,wp,v]T vektor parametrov, imenovanih hi-
perparametri. Tako se imenujejo, ker dolocajo ver-
jetnostno porazdelitev funkcij. Hiperparameter v
doloca velikost kovariance, hiperparametri w; pa
izrazajo relativno pomembnost posameznih kompo-
nent 2¢ vhodnega vektorja x.
Vzemimo sistem:

y(k) = f(x(k)) + e(k), (2)

kjer je x(k) vhodni vektor in je e(k) beli sum z va-
rianco vy, € ~ N (0,vp). Predpostavimo, da je so iz-
hodi druzine funkcij f(.) porazdeljeni normalno s ko-
varian¢éno funkcijo (1). Iz tega verjetnostnega okvira
sledi [9]: y1,...,yn ~ N(0,K) kjer K = X + vl z
enotno matriko I velikosti N x N.

Na podlagi poznavanja N parov ucnih podatkov
{x;,y:}¥, bi radi napovedali porazdelitev za y* pri
nekem novem vhodu x*. Za naklju¢ne spremenljivke
(Y1, YN, y*) velja:

} ~N(0,Kny1) (3)

s kovarianéno matriko

K K(x*)
Ky = (4)
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kjer je y = [y1,...,yn]? vektor uénih izhodov.

To skupno verjetnostno porazdelitev lahko razde-
limo na dva dela: a-priori verjetnost uénih podatkov
y|IX ~ N(0,K), kjer je X matrika u¢nih vhodov ve-
likosti N x D in pogojno verjetnostno porazdelitev
izhoda y* glede na porazdelitev uénih podatkov.

Neznane parametre kovarianéne funkcije (1) in va-
rianco Suma vy lahko dobimo z metodo najvecje po-
dobnosti (ang. mazimum likelihood).

Pri znanih hiperparametrih je pogojna porazdeli-
tev (3) pri vhodu x*:

. )
ply7ly, X, x") = ———~ 5
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Ta porazdelitev je Gaussova [9] s srednjo vredno-

stjo in varianco:
px") = k(x)TKly (6)
az(x*) = k(x*)-— k(x*)TKflk(x*) +wv (7)

kjer je k(x*) = [C(x1,x*),...,C(xn,x*)]T vektor
kovarianc med u¢nimi vhodi in testnim vhodom in
k(x*) = C(x*,x*) avtokovarianca testnega vhoda.

Podroc¢ja vhodnega prostora, kjer je odvisnost po-
datkov kompleksna ali kjer je na voljo malo podatkov
ali so mo¢no posumljeni, so tako opisana s povecano
varianco.

2.1 Identifikacija dinamiénega sistema z
GP modelom

Pri identifikaciji dinamicnega sistema kot vhod v
GP model x(k) namesto vektorja neodvisnih spre-
menljivk nastopa vektor regresorjev:

X(k) = [y(k_]-)a s 7y(k_L)7u(k_1)v s 7u(k_L)(],1;

8
ki bo imel za sistem L-tega reda 2L komponent. Pri
simulaciji takega modela kot vhode uporabljamo pre-
tekle vrednosti napovedi modela §(7), saj pravih vre-
dnosti izhoda y(7) ne poznamo. Ve¢ o simulaciji GP
modelov bralec najde v [3, 4, 1.

2.2 VkKkljucéevanje predznanja o Sumu v
GP model

Predhodno je bil predstavljen GP model, kjer smo
na izhodu iz sistema (2) predpostavili beli Gaussov
Sum. V kolikor je ta Sum barvni in poznamo njegov
model, lahko to predznanje vklju¢imo v kovariané¢no
matriko [2].

Kovarian¢no funkcijo C(x;,x;) lahko predstavimo
kot:

C(Xi,Xj) :Of(xi,Xj)+Cn(Xi,Xj) (9)

kjer C(.) predstavlja funkcijski del kovariance, opi-
san npr. z (1), Cp,(.) pa Sumni del kovariance med
vhodnima vektorjema x; in x;. Pri belem Gausso-
vem Sumu na izhodu neznanega procesa je kovarianca
Ch(x;,%;) = vod;; in razliéna od ni¢ samo v primeru,
da gre za isti vhodni vektor x; = x;. Pri barven
gumu na izhodu pa so vrednosti Suma korelirane s
preteklimi vrednostmi in kovarianca je razli¢na od nic¢
tudi za razlicne vhodne vektorje. Predstavljajmo si,
da je sum na izhodu iz procesa opisan z avtoregre-
sijskim (AR) modelom z drse¢im povpreéjem (MA)
r-tega reda:
ety =e(t) —are(t—1) - —aet—7r)+
B(q)

+bie(t—1)+ -+ be(t—r)= me(t), (10)

kjer je e(t) beli Gaussov sum. Oznac¢imo Sumni del
Cn(e(t),e(t + 7)) kot C(1).! Ce vstavimo vhodna
vektorja € in €p4,:

€t =e;t+bieg1+ - +bregr —ar€1 — - —ar€r
€t4r = €tyr +FbrCtyr—r —Q1€t47-1 — = Qr€tir—r,

kjer smo casovno odvisnost zaradi poenostavitve na-
mesto s (t) oznacili z indeksom ;, lahko kovarianco
C(0) zapisemo:
C(0)=Cler &) =0 (L4+b+ - +b2) +
C(Et, —Q1€t—1 — 0 — Qpr€t_p ) (1].)

1V nadaljevanju bomo indeks n, ki oznaguje sumni del ko-
varianéne matrike izpuscali zaradi poenostavitve zapisa.



Prvi del enacbe (11) predstavlja prispevek MA dela
in ga zapisemo krajse kot By, drugi del pa predstavlja
prispevek AR dela. C(0) lahko zapisemo kot:

C(0) =By —a1C(1) —a2C(2) — -+ — a,C(r), (12)

saj C(1) = C(—7). Podobno kot zgoraj lahko za
7 # 0 Sumni del kovariance med dvema razli¢nimi
vhodnima vektorjema €; in €4, zapisemo kot:

C(r) = Br—aiC(r—=1)—---—a,.C(r —r),Kkjer
By = o*(1-bi+by-big1+-+boi-b), <7
B, = 0,7>r (13)

Iz prvih r+1 gornjih ena¢b dobimo Yule- Walkerjev
sistem enacb:

1 al ce. Qr_1 ar C(0) By
ay 1+ as ar 0 C(1) By
ay ai1+asz ... 0 0 0(2) — Bs (14)
ar ar_1 al 1 C(r) B

Z njegovo resitvijo dobimo prvih r 4+ 1 elementov ko-
varianéne matrike C(0)...C(r). Preostale elemente
kovarian¢éne matrike C(7), 7 =r+1... N —1 dobimo
iterativno z resitvijo enacbe:

C(i) = —a1C(i—1)—axC(i—2)—---—a,C(i—r) (15)

V kovarian¢éno matriko K vstavimo kovariance med
posameznimi vhodnimi vektorji x; in x; kot:

C(xi,x5) = Cr(xi,25) + Co(li —j])  (16)

3 Primer vkljucevanja predznanja o
Sumu v GP model

3.1 Primer dinamicnega sistema

Kot primer za prikaz prednosti, ki jih prinasa
vklju¢evanje predznanja o Sumu v GP model, smo
si izbrali nelinearni dinamiéni sistem [6]:

y(k)
L+ y%(k)

kjer barvni sum e(k) z varianco vy = 0.01 opisemo z
ARMA modelom s parametri a; = —0.6, az = 0.08,
bozlinblzbgzo.

Nas cilj je bila izgradnja GP modela, ki bo opi-
soval dinami¢no obnasanje sistema (17) na podrocju,
omejenem z vhodom u med Upin, = 0 in Umax = 1.5.
Za ovrednotenje dobljenega modela smo primerjali re-
zultate simulacije GP modela z obnasanjem sistema.
Uporabili smo dva razlicna GP modela:

y(k+1) = +u3(k) +e(k)  (17)

e GP model brez predznanja o Sumu in

e GP model z vklju¢enim predznanjem o modelu
Suma na izhodu.

3.2 Ucenje GP modelov

Za uctenje GP modela smo uporabili vzorce, do-
bljene iz dinami¢nega odziva modela. Ker nas je
zanimalo, kako se odraza vklju¢evanje predznanja o
Sumu, smo uporabili zaporedne vzorce vhodnega in
izhodnega signala, kjer je korelacija Suma med vzorci
najveCja. Za vzbujanje sistema je bil uporabljen
psevdo-nakljuéni binarni signal (PNBS) [5] s taktom
ksw = 2, kjer amplituda ob spremembi lahko zavzame
katerokoli vrednost med Umin in Umax-

Najprej je bil narejen GP model za sistem (17)
brez vkljuéevanja znanja o Sumnem procesu v GP
model. Obnasanje sistema je opisovalo 202 vzorcev,
ki smo jih uporabili za ucenje. V k-tem koraku sta
vhodni vektor v GP model sestavljala vhod in izhod iz
sistema [u(k —1),y(k —1)], uéni izhod GP modela pa
izhod y(k). Ker predznanja o sumu nismo uporabili,
smo na izhodu predpostavili beli Sum in optimizirali
hiperparametre v, w1, ws ter vg.

Za ucenje drugega modela, t.j. GP modela z
vklju¢enim znanjem o Sumu na izhodu procesa, so bili
uporabljeni isti vzorci kot za ucenje prvega modela.
Predznanje o Sumu smo opisali s Sumnim delom ko-
variancne matrike K,, kot je bilo opisano v prejsnjem
razdelku. Vidimo ga na sliki 1. Ker smo Sumni pro-
ces poznali, nam hiperparametra vy ni bilo potrebno
optimirati.

Sumni del kovariancne matrike, prvih 20 vrednosti

Slika 1: Sumni del kovarianéne matrike K,

3.3 Rezultati

Za ovrednotenje obeh modelov smo modela simuli-
rali s PNBS signalom s taktom 4 in primerjali rezul-
tate simulacije z odzivom sistema. Rezultate ovre-
dnotenja modela z vklju¢enim predznanjem vidimo
na sliki 2. Na sliki 3 je primerjava med napako GP
modelov z in brez vkljuéenega predznanja o modelu
Suma. Zaradi ilustrativosti so prikazani rezultati le za
manjsi del tega signala. Opazno je boljse obnaSanje
(manjsa napaka pri simulaciji) drugega modela, saj
prvi manj ustrezno modelira sum na izhodu.

Obnasanje modelov smo ocenili Se s cenilkama:

e srednja kvadratna napaka SE = % sz\;1 e? in



Simulacija GP modela z vkljucenim predznanjem o sumu
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Slika 2: Rezultati simulacije GP modela z vklju¢enim
predznanjem o Sumu

GP model z vkljucenim predznanjem o sumu
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Slika 3: Primerjava napak simulacij obeh GP mode-
lov

e logaritem gostote napake [3]
N 2
LD = 5 121, (log(2m) + log(0?) + & )
kjer je e; = §; — y; napaka modela in ¢? ocenjena
varianca modela v i-tem koraku. Tudi vrednosti ce-
nilk, zbrane v Tabeli 1, potrjujejo boljse obnasanje
drugega modela.

4 Zakljucek

Predstavljen je bil GP model za identifikacijo ne-
linearnih dinamiénih sistemov. Glavne prednosti GP
modela pred sorodnimi metodami za identifikacijo so
mera zaupanja v napoved, odvisna od u¢nih podat-
kov, majhno Stevilo parametrov, ki jih je potrebno
optimizirati in moznost vklju¢evanja razlicnih vrst
predznanja. Prikazano je bilo, kako vkljuciti pred-

Tabela 1: Vrednosti cenilk za rezultata simulacije GP
modelov z in brez vklju¢enega predznanja o Sumu
cenilka \ “obicajen”  “vkljuceno predznanje”
SE 0.0106 0.0045
LD —0.88 —1.03

znanje o Sumnem procesu na izhodu nekega sistema,
metoda pa je bila ilustrirana na identifikaciji prepro-
stega dinamicnega sistema. Pri tem so se pokazale
prednosti uporabe GP modela z vkljuéenim predzna-
njem o Sumu pred obi¢ajnim GP modelom. V pri-
spevku smo predpostavili predznanje o modelu suma.
V kolikor tega znanja ni, lahko skusamo model suma
pridobiti iterativno z optimizacijo celotnega modela
procesa kot je obi¢ajno pri parametricnih modelih.
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